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(
σ3

)
. ���

!.� �*����	, �� � ������& �/������ ����� �� -�� �� �����	 ���� ��� 0��� ���� ��

y
(0)
t = f (0, y0) ,

���� ��� 1��� ���� ��

y
(1)
t = fyy

(1)
t−1 + fσ +O

(
σ2

)
,

�	 ���� ��� ��
�	 ���� ��

y
(2)
t = fyy

(2)
t−1 +

1

2

(
fσσ + fyy

(
y
(1)
t−1

)2
)
+O

(
σ3

)
.

2����#���

yt − y0 ≈ σ
(
fyy

(1)
t−1 + fσ

)
+ σ2

(
fyy

(2)
t−1 +

1

2

(
fσσ + fyy

(
y
(1)
t−1

)2
))

. ���

��� ���� yt = y
(0)
t + σαy

(1)
t + σ2αy

(2)
t + . . . . ������� ��	
�� ����� �� ���� ������ ����
������ ��

������� 
��� ���� �� �������� ������ ��� 
���������  �� 
�!��� ���� ����
����� ��
��  ��
 ���
�"��������� ���� �� �#�������  �������� ��� ����		$ ���� �� ����� ��$	��%� ������
 ��� ���� ������
�� ��
�	$ � ��&������ � ���� �$�� � �#��������� ��� �#������ α �� �� �		�'  �� � 	���	� &�#�"�	��$�(
)� ���� ����� '�  ���� ��	$ �� ��� ���� � α = 1� �	������ ���� 
���� ��� "� ��� "��� ������ ��
������	�

�



������ ���� ���	� �	� ��	
� �� �	�	 �����	 ���� � �� �������� ���� ����� ������

�� ��� �����	 �	�	 ��	
� �� ��� 	������� ���� ���� ������ �� O (σ3)���

�� �� �
��	���� �� ������ ���� ��	 ���	���
����� �� ��� 	����� �� ��� ����������� ��

��� ����� 	���� �� ����� �� ��
��� ���	��������� ���  ��� 	������ �� σ� �� ���	��� ��


�� ��� �������� �� yt �� ��� ��	��	������ ��	�
���	�  �  ��� ��!� �������

��� ��
� 	��������

��� 	��	���������� �� ��� �������� �	����� �� 
��� �� ��� 	����� �����
�� ���"

�	���	� �� ���� ����� ������� ��	 #�
��	� �� $����	���� �%%&�  ��� �
���� ��

 	����� ��� �����"�	�	 ��������� �� �����
��� ��	 ��
������� ���� y0 = 0�

yt = fyyt−1 + σfσ +
1

2

(
σ2fσσ + fyy (yt−1)

2)+O
(
σ3

)
, �&�

���� ��� ���������� ��� �	�	 �� ��� ���	���
����� �� ��� !�	�������

'�
 �� ��� ��%%(�� �
��� ����	�� 	������)� ���� ���� �������� ���� ����	���

���	���� ���
���� �� �	����� � 	�
�� ���������� �� ����� ��� *	�"�	�	 �������� ��

��
���� ��� �	���"�	���� ��	
�� +� �� ����� �	�	 ���� �	����	�  ��� ����	���

!�	������ ��� ��
� �������� �� ��� ��� ����  � �	����� �� ���� ����	� �� ��	������	

����� �����	� ������� �� 	� 	��� �������� �&� ����

y
(2)
p,t = fyy

(2)
p,t−1 + σfσ +

1

2

(
σ2fσσ + fyy

(
y
(1)
p,t−1

)2
)
+O

(
σ3

)
. �(�

 ��	� �����	��� ,�- ������ ��� �	��� ��������� $��!��� ���. �	 ��� *	�� �	�	

���� ���� ���	
��� ���
��� ��� 
� ��� �
��� ���
���� ������	� � ����� �� σ ���	� �
��
���� ��
����� ������
��� ��� ��������� ��		���� � ��� ���� �
� ��� 
��
�
�� �� ����	������
��
� � ����� �� ��	��� ������� ������ �� �
�� ��  ��� � ����� ���� ��� ������
	� ���� ����
�� ���
����� �� 
�������
����

��!	���
����	� �� ���	� �
�� ���� �� �������� ���
��� ��� ��� ���
��� �"� 
� ��� ���
���
���� ������� �� σ ��� 
		 ��� ������ �� 
�������
��� �� �� ��� ������� ��� # ���� �
��� ���
���
��� ����	� ��	��� ��� �
�����
	 ����� ��
� �� �
�� ��������

��$����� ��
� ��� ���
	�%
��� ���� ������� �� σ �� 
��	��� ��&����	� � ��� ��� ��������
�����
���� �
� � ��������� ��� ��� ����	� 
� �� �� 
��
��� ���� ��� ��		���� 
	�� �
�

/



�������� 	� �
������

y
(1)
p,t = fT

y y
(1)
p,t−T + σ

T−1∑
i=0

f i
yfσ, ��

����� ��� ���� ��� �������� �� ������

y
(2)
p,t = fT

y y
(2)
p,t−T + σ

T−1∑
i=0

f i
y (fσ) + σ21

2

T−1∑
i=0

f i
y

⎛
⎝fσσ + fyy

(
y
(1)
p,t−1

σ2

)2
⎞
⎠ . ���

��������� ��� 
���	��� �������� �� �������� �� ������

yt = σfT
y y

(1)
t−T + σ2fT

y y
(2)
t−T + σ

T−1∑
i=0

f i
y (fσ) + σ21

2

T−1∑
i=0

f i
y

(
fσσ + fyy

(
y
(1)
t−1

)2
)
. ���

 ������! �� ���� �� |fy| < 1! limT→∞ y
(2)
p,t = yt" #� ������� ��� ����������� 
��	���

��� �	� ��������� ������� �� ��� ������� ����������" #� ������� �$������� ��"�" �������

��������� �� ������������� ������� ������ ����� ������� ��� ������ �$��������

�������� ��� ���� ������� �����"��

%��� ������ ���� ������� ���� �������� �& ���� ��� �������� ��� ���� �������� ��

��� ����� �	� ���������������" %��� �� ���� ��� ��� ����'(��� ��(� �� ��� ������
�����

��� �)�� 	��� �������� ���� ������ ���� ��� �������� ������� 	����� ��� ������ ��

���)�������! �"�" *���
� �� ��"! +���" ,
)������ ����� ����� ��� ��� ����������

�����$��������! ��� ����������� 
��	��� ���� )������� �� 	� ������ ��� ��(� �� ���

������
�����"

#� ����� �� ���� ������ ��� ������
����� �-��� ����������� ����)������ ��� ���

.������/ �������������� �� ��� �������� �� �� ������ ����� �� �����$�������" 0�)'

���������! ������� 
���	 	� ���	 ����! �� �������! ��� ������ ����� �� �����$�������

��� ����)������ ���� ��� ����"

����� ������	
�� �� ������ ������ �� ����
����
� ������ 
� ���� ��� ��� ������ �� ����
���� �� �
���� ���� �� ��� � � ��� ���  ��! 
���

����
"� �� ��� �
��� ���� 
� � � ����
�� �fy� 
� ��� ��� � #��� ������ �� ����"
��
���

��



��� �����	
	�� �
��	��� 
� 	�� ����� �������
� ��	�
� 	��	 �� �
�
�� ��

�
����� �� ����
�� 	��
��� �������� � ��	�� ��������� 	�� �
�������� �
��

�	��� 
� 
� ��	�
� ���� ������� 	
 � ������ ����
� �
��� �
� 	�� ���� ����  � ���

!��� ��� �� "���# $%&%� ��� �
����� 	�� ����	� ��	� 	�
�� 
 	�����  � �����

	�
 ��	���	��� ��	� �	�
� ���
�����# ���� 	�� 
�� ' �� �����		�(
�) ��� *� �

�$%%+� ��	�
�	 ������ �,-� ��� 	�� 
�� ������	��  � ��
 � �	 ��� �$%%.�� ���

��		� ���
��� �
����	� 
� �
����� 	�� /����
����0 ���� �
� 	�� ������	�
� �11��

"� ��
� 	��	  
	� �� ��� 11 ���
����� ���� 	
 �
����� ���	����� 2������ 	


	�� 	�� �
��	�
�# ����� ,- ����� 	
 ����� 	�� ��� � 
� /����
����0 ��	�� �� 	��


�� 
� ���
����	�
� ��������� "� ���� 	��	 	�� �� ���
��� �
����� � �
�

���	���	�� ��� 	
 �����	� �	� �� ��	�� 	��� 	�� ����
� ��� ���	����� �� 3��	���

11 ���
����

� ������ ���	
���
 	
� ���
�
�� 	� ������ ������

�� 	�������	���


4
 ���
���
�� �������
��# 5�� �	 ��� �$%%6� ���� �
�
��� � /������0 	����

��2�� 	��	 ������ �	� ���	� 
� 	�� ���
����	�� ��������� ���	��7 ���� 	��� ������

�
�� �
���	� 
� ���� ��� ��	� �
���	� 
� ���� ��� �
���� �	 8�	 
�� 
� ���

�
����	�
�� *� 	
 ���
�� 
��# /������0 ��� 	�� �������������
� ��	�
� ��

�2�������	� �	 ����� 
�� 
� ���
����	�
�# /������0 	�� �
��	�
�  � ��������

�
����
���	� 
� ���� ��� ��	� �
���	� 
� �
���
�� ���
����	�
�� �
��� �	���

�����	� � ��������������� ���	�� 
� ��9����� �2��	�
��� ,���	������# �	� ���	�


� 	�� ���	�� ��� �
 �
���  � ������# ���� �� 	�� 8�	 
�� �������� �� �	� ��� :�

	�� �
�	��# 	�� �������������
� ��	�
� ������� �	� ���	� �	 ��� 
�� 
� ���
���

��	�
�� 4�	���
�# �� ������# 	�� /�����0 �
��	�
� ���� ��9� �
� 	��	 
 	�����

&&



�� �������� 	
� ����� ��������� ��	
�� �� �� �
�� �� 	
�� ���	����

����� � ���	� �� ��������	������ ������ �������� yt ��� � ���	� �� �����

	������ ��	�	�� �������� xt� � ����	��� 	� 	
� ����� �� ����	��� ��� �� ��������

���	���	�� �� �����  �
��		���
! ��� "���� #$$%�&

yt = g (xt; σ) , ��#�

���

xt+1 = h (xt; σ) + σηεt+1, ��'�

�
�� z′t = [x′

t y
′

t]�

(� 	
� ��)� �� ��������	� ������ �� � �����	 	
�	 yt ��� xt �� ������� *
���

	
� ��	
 ��� ��������	��� �� h (·) �������� 	� 	
� +, ��	
�� ������

h (·) ≈ h0 + hxxt + hσσ + σηεt+1

1

2
hxxx

2
t +

1

2
hσσσ

2 +
2

6
hxσxtσ +

1

6
hxxxx

3
t +

3

6
hσσxxtσ

2 +
3

6
hσxxσx

2
t +

1

6
hσσσσ

3 + · · ·+O
(
σn+1

)
-�	� ������	��� 	��� �� ��	���

h (·) ≈ h0 +

[
hσσ +

1

2
hσσσ

2 +
1

6
hσσσσ

3

]
+

[
hx +

2

6
hxσσ +

3

6
hσσxσ

2

]
xt + σηεt+1 +[

3

6
hσxxσ

]
x2
t +

1

6
hxxxx

3
t + · · ·+O

(
σn+1

)
�� ��� ������	�� ���� ������	��� 	
� ��������	��� ��������

h (·)− h0 ≈ D + Axt +Bx2
t + Cx3

t + σηεt+1 + . . . . ��%�

*
�� �� 	
� 	������ ������	�	��� �� 	
� ��������	�� ����	��� ��������� �� 	
�

��	��	�� �� ��	���	��� ��	
��� ����� -������ �	 ��� �#$$.� �� ���� 
��
�

�#



���� ����� 	
������� �� �������� �� �� �� ��� ������ ����� ������ �� ��������

��� ������ �� xt ��� ����� �������� �� �������� �� xt �� ����� ������ �����

x
(3)
t+1 = h (·)− h0 ≈ D + Ax

(3)
t +Bx

(1)
t x

(2)
t + Cx

(1)
t

3
+ σηεt+1 + . . . . �!"�

#�� ������� ������� ������� ��� ����� �$������ ������ �%

h (·)− h0 ≈ σx
(1)
t+1 + σ2x

(2)
t+1 + σ3x

(3)
t+1 + . . . , �!&�

�����

x
(1)
t+1 = hxx

(1)
t + hσ + σηεt+1, �!'�

x
(2)
t+1 = hxx

(2)
t + hxσx

(1)
t +

1

2
hxx

(
x
(1)
t

)2

+
1

2
hσσ, �!��

x
(3)
t+1 = hxx

(3)
t +

3

6
hσσxx

(1)
t + hxσx

(2)
t +

3

6
hσxxx

(1)
t x

(1)
t +

1

6
hxxx

(
x
(1)
t

)3

+
1

6
hσσσ , �!(�

�����

#�� )�� �*������ ������� ��� ��� �������� �������� ���� ��������� �������

���������� #�� ����� �$������ ������ ���+��� ������������� ������ ��������

�� ���� �� ��� ,��� ����� ������� � ������������� ������� #�� ������ ���� ���

���������� ���� ���� ��� ��� 	������� ��������� �� �� ��� �����

-���� ��������� ��� �����$����� �������� �+�� �� �.������ �!"� ��� �!'� ��

�!(� ��

x
(j)
t = Φjx

(j)
t−1 +Bj,t, ����

����� ���� �	
 ����	
 ��
�� ����������	� ��� �
�	����� �� ����� ����	 �	 �������	� ���� �	

���� ������
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����� x(j) �� � ��	
�� �� �������� ���������� Φj �� � ��
��� �� 	��
�
 	����

	��
�� Bj,t �� � ��	
��������� ���	��� �������
 �� x(j) �� j ���
�� 
�� ����� ��

���������
��� ���� ��
 �� �
�
� 
�� �������� ��� ��	
 � ���� �� � ������

����� � �������� �	
� �	� ������
��� �� Φj �� ���	�� �	� ���� ������ 
 �
�����
�
������� �xp,j

t � �� �	�� ������ �
� �� ����� �� ������ �� ��
���
���� ���� x
p,j
t =∑n−1

i=0 Φi
jBj,t−i� �	� �����
 ������� �� ������ ��� �� �� �	� ��� �� �	� �������

�� �	� 	���������� �
�� 
�� �	� �
�����
� �������� ���� x
(j)
t = Φn

j x
(j)
t−n + x

p,j
t �

����	 ��� ����� ������� ���� 
�� ���������
�� ���	���� �� ��	����� �
���
��

���� !"�������� #$$%� �� #�& �

'��� 
���� �����
� �� �������� !"������� �#$$%� �� �� �� 	� ��(� ��)��
�
�	

�
�����
) �� ��������


������ *)�
�� ��� �� ��)��
�
�	���) �
���� �� limt→∞ x
(j)
t = limt→∞ x

p,j
t < ∞�

����� ��� � �
�	���
�	 ����� limt→∞ x
p,j
t �� � ���������
) ���
����
�����

+�
�	�� ���
�������� 
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�� �����	��� 
���� �����	
 �� 
�� ��	
��� v ��

w� ��
� nv �� nw �����
� �����	
����)� ����� 
�� nvnw 	���� �����	
� �� ��� 
��

�����
� � v ��
� ��� 
�� �����
� � w� ���� v⊗w = [v1w1, v1w2, . . . , vnv
wnw

]′� ����

	� �� �����
�� �) ����� �� 
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 �� ��� �
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 �
 ����� �� ��� ������ �� ��� ����� �� ���
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���� ����� ���� ��� ��  !"#� ��� ����
��� $� n! ��
���
 ���� ��� ����� �����%�


���� ��� n → ∞� 
��� ��� ��� &���� ���$�� a� limn→∞

an

n!
= 0�

'������ 	� ��� ����� �� 
���� ��� �����	��% �����
�����(

����������	 
 ������ ���� ��� 	
�� ���� ������������	 �� ������ ��# ���� �� ���

����� �� ������ ����	���	 �	 �� ��� ����� �� ����	�	��� ��	������ 	 ������� ��

�����	�� �������	� � �	� ��� ���� �� ������������	 �� �� 	 � ���� ��	 �� ������	 �	

��� ���� �� �������	 � )#� ���	� ��� �	����� �� ��� �	���	��� ������ �� �������


���� �� 	
�� ���� �� � ���  � �����������  � ���� � �� ��� ����	�� ��� �� ��� ������

Φj  �� �����	 ��� �	�� ���� �� ∀j�

����� *� ��� $�
�
 �� +���� � ��� �� +����  � �������� ���� ��� &�
� �����
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������� ����� ������� $� ��� ���� ����� �������� �n!# ��
 � 	��� ��&���
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 t → ∞� ��� ��� ��
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��� ���� ����� ���
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������� ����� ������� $� ��� ����
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 �� &�
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 ���% �
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Φ3 �����. ��� 	����� ��� ���� ����� ��� 
� �� . . . �
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� ����
� ���� �� 
��� �� |hk| < 1� �� ��� 	������� ��� �����
��� ��������

�� �������� ���� �� �������� �� ��� �������
�� A ���	� �� ������
 �� ��������

���� hk� �� �����	�
�� ����� �� �� ��������� ���� |A| < 1 �� ���� ��� ������
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� �� ������
� ���� 
�	�

� ������� ��� �������
 ������ ����� 
�	�
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� ����
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���� !���������� ��� "������# ��
����� ���
��� ���� ��� �����
��� ���������� ��

��� ������	�
 ������ ��� ���	��� �� ��� ������	� �� ��� �$������� ���	%�& ���� ��

��� ��� 	��� ��� ��� '( ������	��

)������$ * ����� ���� ��� ���	�����	� ������� ����
� "�������# ��� ��� ������ 

�$������� ������ �� 
����� ��� ������ ��� ����� �� �����$�������& ���
� �� �����

����� �� �� ��� �����$ ��
���
���� ��� 
����� ����� ���� ��������� ��� ���	�����	� ��

������ ����� �� ���������
 ����	� �� ���	�����	� �� ��������� �� ��� �����$ ��
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�
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 ��� ���	������	 ����� ���	

�� ���� ��	���� �� ���
� ��� ������ �� ������ �$������� �� ��� +�� *
����	�
 ,�����

-���
� .��� ����
 ��� �
�� ���� ���� �� /��� ��001� 2������� ��� '�����
���

�3445� ��� '	����� ,���6 ��� 7���� �3448� �� ���� ��� �� ���
� ����� �����$� 

������ ��	�������� 9��
� ���� �� ������� ��
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)������$ * �� �$���� ��� �����$������� �� ������ ������� !���������� ����� ��

���� ��� �� ��� �$������ �������� ����� )����� �� �
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���� ��! ����" �ε� ���� #��� ���	 �	
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 ��
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c
−γ
t = αβEt

[
eσεt+1kα−1

t+1 c
−γ
t+1

]
����

kt+1 = eσεtkα
t − ct, ����

����� σ > 0	 α ∈ (0, 1)	 γ > 0	 β ∈ (0, 1) 
�� Et (εt+1) = 0

������ ��
� �� σ = 0	 ��� ����� �� ������������� 
�� �
� 
 ������ ���� ��������

k0 = (αβ)
1

1−α 
�� c0 = (αβ)
α

1−α − (αβ)
1

1−α .

��� ���� ���� �� ��� ������ ���
����� ������ �������� �� 
������� ��
� ��� �����

���� �
� �� ��������� �� ����� �� 
 ������ ���
�����

ct ≈ c0 + σc
(1)
t + σ2c

(2)
t ����


��

kt ≈ k0 + σk
(1)
t + σ2k

(2)
t . �� �

�
!� 
 ������ ����� ���
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����� ���� 
�� ���� 
����� σ = 0	 ��������
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O
(
ε3
)
= γc

−γ−1
0 ĉt + αβkα−1

0 c
−γ
0

[
σεt+1 + k−1

0 (α− 1) k̂t+1 − γc−1
0 ĉt+1

]
+

−
1

2
γ (γ + 1) c−γ−2

0 ĉ2t +
1

2
αβkα−1

0 c
−γ
0

[
σ2ε2t+1 + γ (γ + 1) c−2

0 ĉ2t+1 + (α− 1) (α− 2) k−2
0 k̂2

t+1

]
+

+αβkα−1
0 c

−γ
0

[
k−1
0 (α− 1)σεt+1k̂t+1 − γc−1

0 σεt+1ĉt+1 − γ (α− 1) k−1
0 c−1

0 ĉt+1k̂t+1

]

���

O
(
ε3
)
= −k̂t+1 + kα

0 σεt + αkα−1
0 k̂t − ĉt +

σαkα−1
0 εtk̂t +

1

2
kα
0 σ

2ε2t +
1

2
α (α− 1) kα−2

0 k̂2
t .

����� zt =
[
ĉt k̂t

]
′

� �	�� 
�� ������ � ����� �������

O
(
ε3
)
= A2zt+1 + A1zt + σC0εt +

+B2wt+1 +B1wt + σD2zt+1εt+1 + σD1ztεt + σ2C1ε
2
t +σ2C2ε

2
t+1, ����

�	�����

wt = vech (ztz
′

t) =
[
ĉ2t

(
ĉtk̂t

)
k̂2
t

]′
��� �	��� �	� ����
�� �� 
���
���� ��� ���
���� � ������� ��

�� 
�� ���� ������ ��� ��������� 
��
���� �	� ������� � ����� ���������

zt = σz
(1)
t + σ2z

(2)
t . ��!�

"��
� �	��

ztz
′

t = σ2z
(1)
t z

(1)′
t + σ4z

(2)
t z

(2)′
t + σ3z

(1)
t z

(2)′
t + σ3z

(2)
t z

(1)′
t . ��#�
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 ��

σ��� ���������

σ2ŵt = σ2vech
(
z
(1)
t z

(1)′
t

)
.

�������� ����	���
 ���� ��� ���� ��	� ���� �� ��	���

A2

(
σz

(1)
t+1 + σ2z

(2)
t+1

)
+ A1

(
σz

(1)
t + σ2z

(2)
t

)
+ σC0εt +

+B2σ
2ŵt+1 +B1σ

2ŵt +

σD2

(
σz

(1)
t + σ2z

(2)
t

)
εt + σD1

(
σz

(1)
t+1 + σ2z

(2)
t+1

)
εt+1

+σ2C1ε
2
t + σ2C2ε

2
t+1 = 0.

 ! ����	��� �"� �����
 �� ��#�

σ : A2z
(1)
t+1 + A1z

(1)
t + C0εt = 0 ��$�

���

σ2 : A2z
(2)
t+1 + A1z

(2)
t +B2ŵt+1 +B1ŵt +

+D2z
(1)
t+1εt+1 +D1z

(1)
t εt + C2ε

2
t+1 + C1ε

2
t = 0. ��%�
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�� ����	��� ���� ��	


��� � ����� �� ��������	�	���� �����	
���� �	 
�� � ��������� �	���	��� �� 	
�	

�� ��� ����� �����	� �	 ��� ��	��� 	
� � ��	 ��	
 �! 	
� ������� yt !�� "���� �����

�! 	
� ������	���� ��������� �� ��� ���� ���	����	��� ��	
��� ��� ������� 	
�

�����	��� ����	� ��	
 	
� � ��	 ���	����

#���� εt �� $�������� �� %��� 	
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Etexp (αyt−1 (βσεt+1 + 1)) = exp
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αyt−1 +

1

2
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β2σ2y2t−1
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